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XL. Methodus inveniendi Tineas Curvas ex proprietatibus Varia* 
tionis Curvaturae, Audtore Nicolao Lander beck,. Maihef 
Profejf. in Acad . Upfalienji Adjuncto. Communicated by Nevil 
Malkelyne, D. D. F. R, S, and AJironomer Royal . 


Read July i, 1784. 


PARS SEGUND A*» 


G URVAS, ex proprietate variationis curvaturae invenire, 
indice per fun&ionem coordinatarum cujufdam exprefi'o, 
problema etfx indeterminatum eft ; juvat tamen ad curvas cog- 
nofcendas, quum facile et fponte fefe ofterunt conditiones deter*- 
minantes qui rei conveniunt et quae in cafu quovis examini fub- 
je£to locum habent. Quo confilio et qua arte calculum inire 
oporteat, ut et haec et his affinia peragenda fint, qua ad curvas 
ex curvaturae variatione cognofcendas pertineant, per theoremata 
quae fequuntur, exponere conabor. 


THEOREMA I. (Vide tab. XXI. fig. 2.) 

Si curvae cujufdjim LC index variatlonis curvaturae fit T*, 
tadius curvedinis R, finus anguli BCD p , pofito finu toto 1, 
arcus curvae LC 2 coordinatae perpendiculares x et y earumque 

fluxiones dp 7 d% 7 dx 7 et dy dicantur, eritj—-- - 
Quoniam dxzs - R dp et dz= — 


doc 


V / l — p* 

Sec Vo!. LXXIII. p, 
Qqq 2 


■ habetur $ 


R' 


V 3 


et 
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478 Methodus mveni'endi Lineas Curms 

et quum dR~Tdz erit R =/*Tdz et fubftitutione 

dp 


d% 

frh 


Cor, 1. Hinc obtinetur 
dp 


dx _ 

R ‘ 


.dp, £ - 


pdb 


. dz 

et _ = 
L-p~ R 




x ™P 


Cor. z. Si Tangens anguli BCD per r, Secans per s defignen«» 


tur habetur - 


dz 


dr 


et 


dz 


ds 


J'ldz~ X+r" fTdz~~ s-VT-Ti. 

SchoL i . Ex hoc theoremate facilis deducitur method as gene- 
raliter calculandi varxationem curvaturae curvae cujufcumque.. 

datur, data 


dz */ I .—/) 2 


dp 


quantitas vero 


Nam fT.dk-. 


inter x et y relatione. Sit valor quantitatis 


dp 

d%V 


i ~p 


dp 


Z func¬ 


tion i curvae J'Tdz — Z et fumtis fluxionibus Tdz = Z dz qua 
T = Z fundtioni iplius ■ %. Si valor quantitatis — . -- = P per 


■p expreflus, erit J'Tdz—V fumtifque fluxionibus T^s = et 


T = quae funclio eft quantitatis p, in poteftate Temper eft 

dp • 

~~ per p exp rim ere. 

Schol. 2. Plujus etiam theorematis fubfidio inveniri poflunt 
curvae ex data relatione inter T et z, R et z, R ety, et R et pi 

Sienim fitT = Z fundtioni quantitatis^, txitjTdz — J' Z dz+ A, 
dz /_ dk ^ __ dp 


0 


j Z>d% A 


Ch 


✓ 




v.i theorematis v 

J Zdz + A ' J TdzS v i-~p; 

dz ^ dp f*' dz 


et integratione 




l r L i% 4- A 


C=£' et 


nu- 


meuis. 
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raerus cujus logarithmus hyperbolicus 1 habetur ^/i - f~ 

uV-'-N-V - 1 nV-i+ N -V-I 

— et p => ---, quae functiones funt 


z\/ — 1 


quantitatis quibus pofitis Z et\/1 — Z s refpedive proveniunt 
( - Jdz^/T^f) = fzdz ety (= fpdz) - fdzs! 1 - Z* 


quarum alterutra curvarum indoles innotefcit. 

dx 


Si R = X fun&ionl abfciffib * provenit — (=:■_),= —dp et 
integratione X ( = C -J' ~y =p unde y/V-p' = \/1 - X 1 et 

I 

f p pdx \ p Xdx . * 1 t 

yk~J ~ aequatio curvas lndolem expnmens*> 

Et fi R = Y fun&ioni ordinataeyq habetur^ ( = ^= — 
-==f et integratione (= /'~ + C) = s/TZTf undfe * = 

V I —p X z z 




v 7 


quae exprimit natu- 


ram curvas. 

Hinc colligitur quod quoties Tdz perfede integretur et 

/ '——— obtineatur per arcus circulares dum aut / Zdz aut 
JZdz + A. J 

fdz \/ 1 - Z a abfolutam admittat integrationem, curvae erunt 
redificabiles, et algebraic*, fi relatio inter x et z vel intery et z 
in relationem algebraicam inter x ety permutari pofiit. 

Evidens etiam eft quod fi X fundio eft algebraica quantitatis x 

vel Y quantitatis y, et non folum vel fed' etiam 


/- 


Y 

1 l 

vel quantitates per-fede integrabil.es, curvae eva- 




V"i-X a i-Y z 

dunt: algebraic*, alias tranfcendentes. 
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Exempl. 1. Invenienda fit curva ubi variatio curvaturae T = 


..a 


3 --- 8 g + . Ut fimplicior reddatur calculus ponatuf 

a * V l 6 a 4- 2^2 ] s — 4 a r 

t 8^—86^ j du\/u 

+ 2 7%r r: u et b erit z = -——, d% = ,T: 

• on 10 


3 ft — 2 h 


2? 


y'b v'u-^fr 


ct/Tdz^^^ + A; fit confirans hsec A zza y quod* 
accidit evanefcente jf' Tdzu — b t habetur per thedrema 

duh/b / d% \ dp • . • p duJb 

- ' ", rtf iff 'V 


-( = -p— \ etintegratione f + C 

,/W ^1-/ to J uV u ~ A b 


u^u — jTdz> 
dp 


A b 


f —irjsy cujus acquationis termini quum fint arcus circulates 

.. 'I ^ - Ap 2 ^ 

quorum firms +/1 — p = —~~£~ et cofinus / = 


0 - J ~r + B ) 


» pofito arcu 


conftanti C ~ o, obtinetdr y (: 

4 bv'b , r . . 

:——, pofita y = o et # = 40, atque a?(: 


V u — 4i 


9 


nam B: 


fdzs/i-p’)- .^ q^ibus aequationibus ex- 

terminata « et fubftituta « habetur aequatio pro parabola 

cubica. 

Exempl. a. Si fit variatio cumturae T=^ ttitJ'Tdz (a* 
^ = ~+ AetfiZ = o J'Tdz *#erit confiransA = u,atque 

dz \ ^ dp 


J^yzdz 
vi theorematis 




et integratione 


yw v i—p 
r- 4 ~ — + C = — pofito arcu conftanti C == o caeteri 

funt asquales eorumque finus et cofinus, unde v/1 —/* = 

77 + 2 ’ et * ( = 
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481 


pdz) ~ 


adz 


, quibus conftat curvam effe catenariam. 

evadit J'Td% 


W + sr 

Exempl. 3. Sit variatio curvaturae T 

d% 




~ s/zaz — per theorema 


v' 2 az~z' 
dz 


( —. az Y _ dp 

J'Tdz)~ v'i — 


V 2 az — z z 


per integrationem J* 




J T 

p_ _ r_ Ip 

J 'S 1 -tr 


et 


ft arcus ille 


eonftans C = o, caeteri funt aequales eorumque finus et cofinus, 
quo v/rT7 = p = Itf et , ( = />*) =/—) = 

2 ^ 21 —Z 2, 


<2 


sequatio pro cycloide ordinaria. 


t h e o R E m a j 1. 


Manentibus antea adhibitis denominationibus erit 


dk 


dp 


’ + frdx 


Vi-p 2 


Quoniam - = — dp , erit dividendo per y/t — />% 


dx 


R 


R/i 


= . Propter 1 :: v/i :: CD(R) :CF = R*/7^, 

fed : dx :: TVa : T*/#, quae fluxio eft ipfius DE, quare 
DE = fTdx, unde CF ~ y + J'Tdx qua pro Rv/i -p 1 fubftl- 


tuta, prodit 


dx 


dp 


y + J IV* Vi— 

Ccr. 1. Quantitas ^-p-TV# femper eft perfefte integrabiliSi, 

,_ ddx^l — 


Nam T<& — 


dp 


et i 


pdx 


unde dy + Tdx 


pdx 

vjTp 


' — ~—L . £- et integratione y + ^ Tdx=z 


dx 


_ id* 

i-p 


dp 
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Cor . 2. Dicatur femichorda curvaturae CF F, obtinetur 


dx 

¥ 


dt> 

^ \-p 


C F 


dy __ pdp_ et d% __ __ dp 


p* F i-f 

Cor. 3. Si Tangens anguli BCD per r, Secans per rdefignen- 

t , d* dr dx ds 

tur habetur — —? —- — — -77 et -— 7—— — —- 7= = • 
y+ J Tjx 1 +' y+/Tdx sYS—i 

Scbol. 1. Per hoc theorema via etiam patet calculandi gene- 
raliier variationem curvaturae. Eft enim y + f Tdx = - 


quantitas vero ~~~—- datur data inter x tip rela- 

i "~ 1 .~ ^ 

tione. Sit valor quantitatis —* ~ ^ ^ un< ^i° n i abfciflae x 

sequatione ad curvam inventus, erit f T dx — X— y et fumtis 
fluxionibus Tdx - Xdx - dy, qua T = X - ^ ubi tam & quam 


— funt fun&iones abfciflae a?. Si valor quantitatis - — 
dx a P 

= P per expreffus, erity*TVtfrrP ~y fumtifque fluxionibus 

I 

Tdx = i?dp - dy , qua T = ^~ - ubi ~ fuiuftio eft quan¬ 

titatis p, nam ^ per p exprimi poteft. 

Scbol. 2. Hoc adhibito theoremate inveniri etiam poflunt 
curvae, ex data relatione inter T et x, F et x, F et y, F et ss, 
et F et p. Pofita enim T fun&ione quantitatis x, patet per 
curvarum quadraturas, aut perfeftam aut imperfe&am quanti¬ 
tatis Tdx obtineri integrationem. Sit J'Tdx — X + J' Xdx 
funftioni vel algebraicae vel ex parte tranfcendenti ipfius x, 

cujus terminis homogeneus valor ipfms y— J'Xdx capiatur, 
ifque ejus indolis ut J*X + Xdx, vel quod idem eftjy+ J'Tdx — 


3 


X + 



ex proprletatibus Variationls Curvatures, 


__ 4 % 

X + J' X +■ ~Kdx integratione abfoluta habeatur, permanentc 
Tdz = Tdx\/1 — X* perfedte integrabili. Per theorema deinde 


habetur 


dx 


f ! !1 

X + J X + Xdx 

dx 


tionem 


c 


dx 


y 


dp 


f 


f 


X+fx+Xdx 


y 4 - J T dx 

+ c = -Sdi 


V 1 —p 
dp 


, et per integra- 
, fi ponatur 


dx 


. + C = k et N bafi logarithmorum hyperbolicorum, 
X 4* /x -f* Xdx 

- NV-i _ n-V - 1 N V-ifN“V-i . 

entyi -p =- . -—et p~ ---> v/ r ~P 

et p igitur funt fundtiones ipfius x, quae fi ponantur \/1 — X" 
et X, habetur y ( = J — J* aequatio qua curvae 

internofcuntur. 

Si fit F = Y fundtioni quantitatis y erit per Cor. 2. 
Y ( = f)= " et integratione '.J^Z + log. C = log. 

ponatur J'ty = k et N logarithmorum bafi, erit fadto ad quan¬ 
titates abfolutas tranfitu CN^v/i - p\ p = 1 - ON 2 * et x ( = 

r V.EZ)= f 

p J \ 


CNVy 


v' i ~ C 2 N 2 * 


, aequatio quae indolem curvae indi- 


/ 

gitat. 

Si F — 'Z fundtioni ipfius % erit ^ ^ = - 

tione^y % ~+log.C=log.^J|~^, et fi f‘yp~k et N bafi logarith 


dp . • 

et mtegra- 


mica habetur p- 

curvae cognofcuntur. 
Vol. LXX 1 V. 


,_C 2 N 24 ' 

i+C z N iA 


« y=h^= f'-yy 


qua 


R 


r r 


Conftat 




iiethodm rnventendi TJnem Curvas 


Conftat hinc quod quoties X+ J'Xdx perfe£ta integratione 

m 

habeatur C - ^ L =— per arcus circulares dum abft>» 

tj r i n * ' /it) 

X + J X+Xdx %/i -X z 

lutam admittat integrationem curva fit algebraica, fi vero aliter 
evenerit tranfcendens. 

Quoties ~ fit integrale logarithmicum et abfolutam 

admittat integrationem curva eft algebraica* in aliis cafibos 
tranfcendens. 


Et quoties 'Jf'— P er logarithmos inveniatur, — 


T _C’-N zi >/z 


+ C 2 i\T 


lute fit integrabilis pariter ac curva eft algebraica, alias 

tranfcendens. 

Exempt, i. Si fit variatio curvaturae T == ^ lLz 1 ^^zJL erit 

f \_ a v'jr ^ xV7~^? bvT^?- 

J Tax (- ~i b ]- ab a 

j r h £^" ~Jl.^ f x ponatur y~ babetur y+ J' T dx=s 


f.l± t —I*..— - —fL, adhibendo theorema 

cfib 9 


dx \ 

y+^JrdJ 
f 4 


VTITp* 


et inte 


grando j*- 


C&bdx 

fl 4 +Fir fl v 7 ?^? : 

cdbdx ~ 




cujus termini funt arcus circulares quorum finus 


'V+r*—«v 


et cofinus f- 




arcu conftanti C, quarejy ( =y~=L_-J = J*- 


==== = evanefcente 

- tf 3 '# 2 ’ 

to \ _ 


av a — * 


et in hoc cafu curva eft ellipfu 


4 


Exempt, 



ex proprietatibus Varlatlonh Curvaturee, 


2. Sit jam variatio curvaturas erit 




f*rr% J XV 2a -*-X % p xdx ' r ' W# 

J Tdx- - VJ 7=1 et pofita W 7=1 per- 

fe£ta integratione habetur y+jf'Tdx — , Theore- 

matis itaqueauxilio erit =-^===== (=—^— = — — fe ~~ , et 

integratione / !*!-.. °f* - - • = C = -*• ft vero arcus ille 

0 */«+# v/ a«*+* 2, jVi-f 

conftans C = o caeteri funt aequales eorumque finus et cofin us, 
unde /= -2-etX = A^)= A^£=,, 

^ <*+.*• ■* « + * - /V - */t/j _^>V Ji \S2,ax+x z * 

sequatio indicans curvam efle catenariam. 


THEOREMA III. 


Dicatur cofinus „ anguli BCD q, pofito radio i, casterifque 


manentibus denominationibus erit 


f Tdy—x 


Eft enim ~■» qua per v/1 — q“ divifa,dat ~ i^ = ; 

et ob 1 : 4/1 - :: CD (R) : CG = R v/i — ip* fed </aTf dy :: 

TdziTdy cujus integrale eft AE = f T dy, unde CG ( = 
AE - AB) = f Tdy -x, qua pro R/i-f fubftituta, prodit 

dy ^ dq 

/TdfZ-^rzf’ 

Cor. 1. Semper Tdy — dx admittit perfe&am integrationem. 
Etenim Tdy — e t dx =-r=~==, quibus Tdy ~ dx — 


ddyV* I — q 

dq 


^ et integratione J"Tdy 


R r r 2 


Cor. 
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Cor. 2. Dicatur femichorda curvaturae CG G, habetur 

dy dq doc qdq , d% dq 

G = r-i* et G=r_7- 

Cor. 3. Dicatur cotangens anguli BCD f, et cofecans v erit 


dy 


dt 


et 


dy 


dv 


J'Vdy—x 1 +* J T dy — x v y 2 — 1 

Scbol. i. Quoniam j'Ydy-x - ^ 

inter y et q, fit = Y funftioni ordinatae y erit^*T dy=s. 


— ilC'j 1 datur ex data relatione 


doc 


Y~x fumtifque fluxionibus Tdy = Ydy ~dx qua TrrY-- 


fundlioni ipfius y> Si autem 


dy 1 —-1 


.= Q fun&ioni ipfius f 


A i V W V» VVAA* ({ — A W AAVvAVAJ. A WV y 

erit J'Tdy~.Q^~x et fumtis fluxionibus Tdy = Qdq — dx, qua 


habetur T = < ~ —-rJL 


per q. 


dy VY-^y- 

Schol. 2. Hujus theorematis auxilio elicere licet curvas data 
relatione inter T et y, G et y, G et x, G et z, et G et q. 

Si enimfitT fundtio ipfius jy generaliterjf 1 Tidy — Y + J'Ydy + A r 
quze. fundlio eft algebraica ipfius jy qu©ties J' Y*/y abfolute fumi 
poffit. Affumatur x — J'Ydy, tali ipfius y fundtioni ut non 
folum f Ydy — x— Y + J' Y + Ydy fed etiam J''Ydz — J 'T dy 

\f 1 - Y z abfoluta integratione habeantur, provenit vi theo¬ 
rematis —-—— - f — — —A — — 


(= 7 - 2 —>) 

i IVv — xd 


I 


Y+ /y+Y^+A 

_ jy . [ pr r jd _ 

Y-j-/ y-i-yV/j+A J Vi- f 




Pofita 


et integratione 

dy 


Y+ / Y + Ydy+A 


C = /etNbafilogarithmica erit q = ~ — e t %/i ~q z 



ex froprietatibus Variationis Curvature. 

N V-> + N —V~i r . . 

=---- quae funcuones lunt quantitatis y, quibus 

pofitis f et y/i - Y z prodit * ( = J '= jT-^t-^qua- 


i-Y 2 


tio quae indolem curvarum indicat. 

Si G=X fundtioni ipfius x erit per Cor. 2. — (=-*) = 

X Q / 1 q 2 ^ 

et integratione log* CN 7 ( = + log. C) = log. — : ~ _fi f dx 

■ J x 'S i ~£ J x 

-et y{=fi^±y 


, , ., . y~- —r 1 \Zc z N ?' 

exmdei/i -? =557, ?=-— 




quae curvae naturam iudigitat. 


= /"_ 

* / ' v/c 2 n 2/ -i 

Si G=Z funftioni ipfius a erit p( = d ?) = , et integra- 

tionelog.cN'(= £ + C). =Iog..^i±£fiy'*=/,,unde j= 

s'* (=/? A )=y’- 


C 2 N 2 ' 


yi-r= 


2CN / 


i+C 2 N 2 ' 


l+C 2 N 27 ‘ x + C 2 N : 

j'dzs/ - 1 •—“^7 quibus curvae cognofcuntur. 


et^ (: 


Patet hinc quod quando Y + J' Ydy algebraice habeatur 


dy 


per quadraturam circuli, et p 


Ydy 


\/ "I'.'a 

v x — Y" 


etiam 


Y + f Y+Y^ + A 

obtineatur algebraice, curvae evadunt algebraieae, fecus vero 
tranfcendentes. 

Quando J — vel J obtineatur per Iogarithmos, et 


dx' 


, vel — id? quam abfoluta in-> 

1 x+C 2 N 2 ' ^ J i+C*i\* y 


v/C 2 N -1 ~ i+c 

tegratione, curvae erunt algebraicae* 


KxempL,, 
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Exempl. i. Sit index variationi? curvaturae T sc exitJ*Tdy~ 

% 

^-4-A, fi quantitas ilia conftans A== A-quod eveiiit quum 
J'Tdy = P et y~o ; fumatur x— y - erit vi theorematis 

et inte s rati 01 ie /^+ c =/„n 7 - 

cujus aequationis termini quoniam lint arcus circulares quorum 

&ms i = 7T^ etco{mw ^ 7:: l'~'VW^' arcu conllanti 

C.eo, ©btinetur x( ssy^— -Lgequatio pro parabola Apol- 
loniana. 


Exempl. 2. Si lit T = ——===== habetur ^Tdyrz fdl—JLZl 


j ** jr ^ ^ 

\/ a t "—y l + A, fi quantitas ilia conftans A=o quod evenit quum 
j' r Vdy — o et y=a, et aflumatur #= J' , evadit per 

theorema - ( e ) = -4=-,, et per integrationem 

- / —-~=^+C= quorum arcuum linus ^ e 






,f „ y._■ y, ■ ^ a ^ 

4 et cofinus\/1 ~ qp e - fi conftans ille C —o, atque inde 
dx (~~~ qua patet curvam effe tra&oriam» 


THEOREMA IV, 


Dicatur fumma tangentium angulorum HCD et BCD H, et 
differentia tangentium angulorum HCD et CKB K, retentis 

reliquis denominationibus erit - 


dx 


J ndx 


_ pp_ et Jy__ __ pi 


fliLdy ‘Sl-f 

Quoniam 
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Qupniam dy = —M===- erit dy •+• T dx s= T + p===== dx et quum 

H=T + £^£=-r habetur dy+Tdxz=.Hdx. Eodem modo quuin 
dx-j^evit fTdy~dxzzT~ v ^dy i MKzzT-jJL^ r 
unde J Tdy -x~ILdy. Per theorema igitur 2 et 3 provenit 

dx g. _ d£ et ^. # 

/&* V'l-/ J Kdy Vi-tf' 

Cor. Si fit ut antea tangens anguli BCD r 9 cotangens /, fe* 

r • dx dr dx ds 

cans % et coiecans v 9 ent r—=-et -= --7=., 

* /HaW r+r* y Ito y/.d 


dy dt ^ dy _ dy 

.. . O; vl »- -r—r — 


J Kdy *+** /K^ k ^.y 2 —i 

Ope hujus theorematis invenire licet curvas,. data rela¬ 
tione inter H et x atque K et y. Itaque fit H~ X funaioni 

ipfius a: erit f H dxzz J Xiv +A, vi theorematis j ~~~- ( = 

dx . — -,et integratione P -h C = - P- f p . . 

/HdxJ ‘Si-f J /Xdx + A J d~ 

Pofita P -hCrffl, et N Ibgarithmorum bafi prodit 

4/ J Xdx ~J~ A 

_____ * — 3Sf— m d- 1 n »v ! —t y. n -»a/— 1 

V^I -y 1 --— 2V ,_ 1 - - — et p~- ----,quibus func-- 

tionibus quantitatis x pofitis sj 1 — X 2 et X provenit asquatio* 


y (— P~ ~= ') naturam curvarum expriraens. , 

^ */ Yi—p z/ s/ i_x J 

Si K=Y funaioni quantitatis j, eadem. calculandi ratione ■ 

1 

habetur x ( = P-j^L=P) aequatio qua curv® cognof- 


_J_dy__ 

Yi-~p 


cuntur. 


Quando) 
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Quail do/ X.dx vel J'^idy abfoluta integratione,/^-—-^ vei 


J j-Ydy+h P er re^ificationem circuli, et J'— ^x ve1 /: 


Y dy 


s/i-i z J s/i~x z 
integratione perfe<Sa obtineantur, curva eft algebraica. 

Exempt, i. Si fit H = erit /jrLA = a ~~r~ + A, et po- 

'dp 


\/a 

fita A“,o habetur per theorema — — ~ 

^ J YidXs 

et per integrationem J *C = /—J—, cujus termini 


;) 




quum fiat arcus circulares quorum fimis ^/t —p* — ~ p/jL- e f 




cofin us j& — ~==r, P 0 fi ta C=o, obtinetur jy ( — dax^ 

quae parabolam Apolloniam exprimit. 

Exempt. 2. Sit H; 


2a 4 —A ; 4 . A-,, * 2 —2aVfl 1 -** 


ent. 


.ax^a--** 

axdx 


it/H<A— : 


ax 

et fi A —o, per theorema = ^- — ax dd- - (rr ) =-et 

1 * a 4 - 2 «w-** v y H^y 7 ^* 

per iutegrationeny'pr g^ + C= -/ 7 ±=„etfiC=o > 

=^§=? «><=££?)= fig* 

aequatio pro curva finuum. 

Exempt. 3. Si fit K= erit j' TC A> —• —hr l^ 2, +/ 

fi A — o habetur per theorema ■-—ALA___ r _ _jfl \ „ A 

1 «*+a/vV+/ A './W 

iutegratione + C — - /*—^ 

-J a + 2 y K<» -f-y" J Vi- 


+ A, 


/ x*ay. 

. qua^. 


et 


/rr A 


a ~ + 2/ 


4/1?r= Tit?’ fi c= °’ un<Je * ( ^ dirty) = +/ 

.aequatio pro hyperbola aequilatera. 


Exempt. 
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Exempt, 4. Sit K= erit J'YLdy = A - s/td-f et fi 

A=o, per theorema- i ^(=j^) = i7 ^et per Integra- 

t ionem-y' 7 i ? +C= > /' ; A l qua ? = t^ ) ^ 


f ** v i — q 


« V 


quae Tra&oriam exprimit. 


THEOREMA V. 


Defignetur produ&um tangentium angulorum HCD et BCD 
per U, et angulorum HCD et CKB per V caeteris manentibus 


ent 


dx 


dy _ dq 

f\Jdx-x~ P " Y + /Wjr"~ 9 ' 


— - ^ et 


Quoniam dy = 




x _, et U = erit {= J^j) = 

V x—f V f J v */x—fJ 

Udx, et integratione^ TVy = J'Udx qua f~£dy — # =J'Udx - 
Et quoniam dx = —4==b et V = ———= erit TV# ( — —= 

1 Vi_ ? 3 Vi-f v Vx-f) 

■Vdy,fTdx= fVdy et y+J'" T(/r==y + f Vdy. Theoremate 

a. et 3. prodit r A—= et — 

^ / Udk ~ # p y-V J Vdy 9. 

Cor. Si anguli BCD tangens, cotangens, &c. defignentur ut 




r/r 


dy 


dt 


a &c. 


antea,habetur - -- T , » » -,•, • , T ,.». 

^ ^ ^ .1 +r yj^ j YJy t • I 

SchoL Per hoc theorema curvte inveniuntur ex data relatione 
inter U et x, atque inter V et_y. Si enim fit U = X fundioni 

ipfius x entJ'U dx—f Xdx-b A, per theorema — +A (—, 
—*— \ =a— d dt et per integrationem C 7 —-p log. C = 

j \Jdx—x) P • 6 JjXdx-x +A 6 

Vcl. LXXIV. Sff log. 
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Jog. i . Ponatur ^ ---' /,y ^ ^ = %et N baft logarithmica, erifc 



i/i-# 


?_ v/ c ? n 2,, ~i 


et j ( 


pdx ^ 


CN” ' ' v x -f 

qua aequatione eurvarum. indoles innotefcit, 

v/c 2 N 2B -i 

SiV== Y fun&ioni ipftus y, eadein ealculandi ratione pro 
venit * ( qUa CUrV3B co S nofcuntur “ 

Evidens hinc eft quod quoties JXdx ve\/Ydy algebraice 


dx 


■vel P- — -p- -per logarithmos, atque /— 

. Jv+ /YA+A r ^ %/*y 


SfZdx-.x+K ' 'Vj+/Y%+A* " ° ” A V v / C 2 N 2 ' 2 -1 

vel /"* — CN — —• integratione abfoluta. obtineantur, curva eft 

J v/i-C^N 2 " & 

algebraica. 

Exempt, i. Si fit U = 3 erit /Udx = 3^ +A, ft vero / Udx —‘ 

- quando x —o erit A = - et / Udx - x = Si— . Per theorems 
2 2 ** 2 

igitur —) = “ — et per integrationem log. 

s/a + 4* + log. C = log. 4 ? pofita p — 1 dum x = o log. C = — ’ 


log. s/a., unde fafto a logarithmis tranfitu 9 qua p ~ 

Y± A — IX— ttPl ,... /. P P d * \ rd*\/a\ , 

<✓£+ 4 ?* ^ ^ ~ ^*+ 4 ^ ty v ^?) ~J T7d) ” *d ax 

sequatio pro Parabola Apolloniana. 


Exempt. 2. Sit U: 


x 5 — 4a 5 


erit 


/Udx: 


-P' 

^—2 €? 


Xi/x — £ X Z 

k = o et x-a\/z, erit A = o et /Udx -x 


+ A, ft autem 


2 . ar 


3* 


Vi 


igitur theorematis erit ~ ~ ^> e£ integratione 

4 log. 





C = log* j q ua -P % 


m 

x^W 
aV a 


f fidx \ (lx C& - • a i» 

ct jy ( = Jr pj^p) 2=5 -— — aequatio ad cufvam quaefitarru 

Exempl. 3. Si V— — ^ erit J'Ydy = A — ~ , pofita ^Vdy =20 

ety = o erit A = o et jy + ^ Vdy= y - . Per theorema obtinetur 

aa - y ( = - .^ V=! ^i et pet integrationem log. /* + log. C =r 

•? jy -j- J vdy/ q 

% 

log. gy fi ^ — 1 et jy = # erit log. C= -log. £?, unde q~K, 


i/<2 4 — y 


v'.-J- = 4 

eft Elaftica, 


atque ^ ( = ^=) 


N )Vy 

— curva ergo 


£ *£ 

Exempt. 4. Sit V = erit j 


a —y 
a s + if 


, ft 




et^ — tferit A ==o, indeque jy + y ~Vdy — - —The- 


orematis ope habetur - -|~i ( 


_ 


d+y K y+J Vdy 


) 




et integratione 


log. -jJL= 4-log. C = log. q,dq-i ely==o erit log.C = log. a 
ct exinde q = * * ( = 7r=?) = 


~- y aequatio pro Logarithmic*. 


THEOREMA VI. 

Dicatur ED L, et AE M, retentis praeterea adhibitis deno- 

minationibus erit ^ ~ ^ ct -qr — 4'- 

Quoniam : dx Tdz (//R) : Tdx habetur dE — ’Xdx et 

S f f a 
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dx. Et quoniam dz t dy :: Tdz (dR) xTdy obtinetur dM 
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dh_ 

T 


= T dyet^ = dy. 


Cor. Quum T dy — Udx et T dxxzVdy, erit fubftitutione 
^dxet^=dy. 

Schol. Hoc adhibito theoremate inveniri poflunt curvae data 
relatione inter T et L, T et M, atque inter U et M et V et L. 

Ponatur L = T fun&ioni quantitatis T habetur per theorema 

• ^ 1 
i/T dlut \ * • § 

— ( = jr j = dx et integration ej — + C = x qua T per x datur. 

Curvae deinde per theorema 2. elici poflunt. 

Si M = T ipfius T fundtioni, habetur eodem modo T per j. 

Si M—U fun<ftioni ipfius U, obtinetur U per x, et fi L~ V fune^ 
tioni quantitatis V, datur V per jy. Per theorema deinde 3. et 
5. curvae inveniuntur. 

Evidens quidem eft quod curvae efl’e non poflunt algebraicae 
nifi J' if, J' ~ > jf* — veh f* y/obtineantiir integratione ab- 
jfoluta. 

,et per hoc theorema 


Exempl. 1. Si fit L = erit dL> ■■ 
r 54 


aTVT 


18 


«TdT , yL\ 


(^■7f) — dx et integratione-pC = x quaT 


lT + C = *quaT = ^, 

36 ^ v'a 


18 V ”T J 

C = o. Per theorema 2. reperitui y = s /ax, aequatio pro Para 
bola Apolloniana. 

Exempl. 2. Si fit M= - C —- Z!£L -~ erit dM = * TVT 

ope theorematis ( = ~\=dy, et integratione 

4*C =jy, quafiC = o 


ft 


2 . I+Tf 
a 


et 


2 v y 


4 .I+T 1 
Per theorema 3. habetur 

dxzz 
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ex proprietatibus Variatlonh Curvatures. 

aequatio pro Cycloide ordinaria. 
v'a — 4y • 

Exempt. 3. SitL=: -a s /VentdL= et per theorema 

- ( = ^)- d y et integratione + C =y, et fi C=o, ha- 

betur V =p et deinde per theorema 5. dx =z d J^ a ^~ y , qua con- 
ftat curvam efle Tra&oriam. 


THEOREMA VII. 

Dicatur ut antea CF F et CG G, et fumma tangentium an- 
gulorum HCD et BCD, H, et differentia tangentium angulo- 

rumHCD et CKB, K,erit §=dx ct~=dy. 

Quoniam dF (=zdy+ f Tdx')zzFidx et dG J* T dy — = 

K dy provenit = dx et ~ = dy . 

Cor. Quum F ss 

dF dp 


-^_Lz£etG: 

dp 

d G dq 


m dy^ l *—q 


- j -— provenit divifione *- 


FH 


VTTj? at q Ue gE^ 7T=? ’ 


4 

Auxilio hujus theorematis inveniuntur curvse ex data 
relatione inter F et H, G et K, FI et p atque K et q. Nam fi : 

fit F=H fun&ioni ipfius H, vel G~K fun&ioni ipfius K, ha- 
betur per theorema (--) ~ dx et integration*; J ~ + C = x 

qua H per v datur. Eodem modo ^ ( = ~) = dy et inte S ra " 

S 

tione + C = y qua K per y obtinetur. Theorema 4. ulte- 

K 

rius progredientl vlanx iiioiiftrat ad curvas hivenieudas. 

JP&tct 
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Patet quod curvanon fit algebraica nifi vel 
antur perfe&a integratione. 


Exempl . i. Si fit F: 


Vi'+H* 


habetur per theorema 


1-H 2 P 


( = ^f) — dx, et integratione + C = — x quaH = -j 


pofita C=o. Per theorema deinde 4. provenitjx= 
vV - x z aequatio pro circulo. 

Exempl 2. Sit F = * ‘ H3 +M v/H .. r -L 2 ? e rit per theorema 

-1 H (= — afe et integratione fa£ta 

a . h 2 — 6 + Hv'H2 — + c et pofita C _ o habetur H = 

unde per theorema 4. prodit y—^yax sequatio pro Para¬ 
bola Apolloniana. 

Exempl 3. Sit G= erit per theorema ~ ( = 

= dy, et integratione a -~ + C =jy, etfiC = oK = ^ unde 

per theorema 4. dx = a -y, qua confiat curvam effe Logarith- 
rnicam. 


THEOREMA VIII. 

Dicatur ut antea produ£tum tangentium angulorum HCD 
et BCD U, et produ&um tangentium angulorum HCD et 

CKB V manentibus reliquis denominationibus erit ^ = dx et 

d¥ 1 

T+v=^ 


Quoniam 
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Quoniam G = j' T dy - x erit dG~Tdy - dx, fed Tdy — U dx, 


- - dCy. 

unde dG = \J — idx tt ^ = dx. Eeodem modo quum F = 
y -f jTT dx erit dF = dy-\-*Fdx, fed Tdx’z.Ydy quare dF — i 
r+Ydyet~ = dy. 

Cor. Quoniam G — -i^lr .£ et F = — - > habetur fub- 

dO __ dp dF _dq 

<1 " 


fiitutione debita 


- _ iL et _ 

G.U-i p F 2 i+V 


Schol. Ope hujus theorematis indagantur curvag data rela- 

l 

tione inter G et U vel inter F et V, Nam fi fit G = U function! 
quantitatis U vel F = V fundlioni quantitatis V obtinetur per 

dG ^ 

theorema in cafu priori / = dx et integratione 

f ^ + c = x, qua U per* habetur; in pofteriori-^ ( = ~) 

-dy et integratione J p-^ + C=jy, qua V habetur perjy. Per 

theorema deinde 5. curvae cognofcuntur. 

Datur etiam per Cor. U in p, et V in q, et confequenter T 

in p vel q, nam U = et V = —. 

r 27 v j —p z V\-<p 

I 

Conftat hinc quod curvae non fint algebraicas nifi J' vel 


\ 

j “i+v °btineantur integratione abfoluta. 


Exempt. 1. Si fit G 


—2 er j t p er theorema -^H= 


2U-1 


(=; 


jlG 
U 


l ~y — dx et integratione log. 1 — U+log. C .= ~ et fi C = : 


log. 
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, c* . I - U 2* . a . i — U - 

log. —— = - et —-— = N* qua U: 


a 7 - 2N* 


Per theo¬ 


rema deinde 5. habetur dy 
rithmicam. 

Exempt. 2. Si fit T 


qua conftat curvam eft Loga- 


V-l/V + 2 


erit per theorema 


(= ~ dy et per itlte s rationem =y 

V ~ 3>l —-2 ^ -; et per theorema 5. dx- d ^ L~ --, aequatio ad cur¬ 
vam cujus conftrudio a quadratura hyperbolae dependet. 


et per integrationem ——— ~y qua 

^ 3 


2 2 

^ —« z 


THEOREMA IX. 

Suit LC et /<? duae curvas eandem habentes Evolutam QD, 
dicatur radiorum ofculi CD cl) conftans differentia cC b, curvas 
/ c variatio curvaturae S, ceterifque ut antea manentibus erit 

afR _ __ dp 

f^Ts ~ VTZf' 

Quoniam radius curvature DH evolutas fit RT=R~£S, 
er ^ r^Is ~rt’ < l u ^ e P er dlR. (=T d%)— — ~p. multiplicata, 


r-£S rt’ 

r\ . m dK 


R — 


moftrat effe . 

R-^s ^x-f 

Cor. Si fint ut antea tangens anguli BCD r et fecans s f ha- 

tur^=-JLet«^=_ 

R-^S i+r* R-^S S •/ S 2 — x 

Schol. Subfidio hujus theorematis invenire licet curvas, data 
iatione inter S et R vel inter S et T 11am i- = JL'. Itaque fi 


betur 


relatione inter S et R vel inter S et T 11am — = 


T R~b' 


ponatur 



c# proprletatlbm Varlathnh Curvature. 4^ 

ponatur S ~R fun&ioni radii curvedinisR, erit - ^ R -(=\ 
* R-bi R -*s/ 


= “ 7 =?’ et integotlone/VS. +C= - / 


dp 


Vi*-f 


Sit 


/ 


VR 


f C =/ et N logarithmorum bafi habetur s/i-p^xz 

R-£R 

n/V - 1 - n-/>/-* n/v / ~ i +. . 

-- - - et p — -—- funcuonibus quantitatis 

R, quibus R per p exprimi poteft. Per theorema igitur 1. 
curvas internofcere valemus. 


I 

SiR = S fun&ioni quantitatis S habetur ===— (= 


dR 


S-iS 


R—£ S 


) 


= - -7=» et integratione f JL- + C= ~ f pofita 

“ S — b S ‘ 




^^- + C=^,eritv / x ~ - £ ^- ~ ----et/: 

S-bS V 


USV'- 1 -{- N-lV_ 1 


quibus S per /> datur. Per theoremata Partis I. invenxre licet? 
curvas omnes eandem evolutam habentes. 

</R 


R-£R 


Hinc videtur, quod curvae non fint algebraicae nifi J'. 

vel f * - per circuli redlificationem obtineatur. 

J S-bS 

Exempt. 1. Si fit S= fuppofita erit per 

theorema (= = - -7=: et integratione 

o.RV'R-a K R—bS/ Yi ~p z 

f . ^ R ai/ JL jl. Q = _ r— Mz — , fi vero arcus ille conftans C = o 

J 2RYR-a^ J Vl-f 

erit v/V -/ =-7^ qua R= */, et per Gor. 1. Theor. 1. ha¬ 
betur dy = —* 7 — asquatio pro Catenaria. 

Vol. LXXIV. T11 



5oo Methodus invenlendi Lineas Curvas , &c. 

ExempL 2. Sit S = — pofita b~!L erit per theorema 

(=&)- -^yet^mtegrlSne-yJ^+C 

~ ~f Vh?' 1 Ua fl C= °’ hab«urv'r= 7 = i7 ^=p et R = 

Per theorema 1. dx — qua con flat curyam 

p 3 1 

/tfle Tra&oriam. 


adP. 
'(F+ R 2 
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